
�16. Ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ êðóãîâûõ îðáèò

Óñëîâèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ îðáèò Áîð ïîëó÷èë, èñõîäÿ èç ïîñòóëàòà
Ïëàíêà, ñîãëàñíî êîòîðîìó îñóùåñòâëÿþòñÿ òîëüêî òàêèå ñîñòîÿíèÿ ãàðìî-
íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ýíåðãèÿ êîòîðûõ ðàâíà

En = nh̄ω, (n � öåëîå ÷èñëî). (16.1)

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòó îñöèëëÿòîðà áóêâîé q, à èìïóëüñ � áóêâîé p.
Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì En = p2

2m + mω2q2

2 =

nh̄ω. Îòñþäà
q2

2nh̄/mω
+

p2

2mnh̄ω
= 1. (16.2)

Êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü q, p íàçûâàþò ôàçîâîé ïëîñêîñòüþ, à êðèâóþ
íà ýòîé ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿþùóþ äëÿ äàííîãî äâèæåíèÿ p êàê ôóíêöèþ q,
� ôàçîâîé òðàåêòîðèåé. Èç (16.2) ñëåäóåò, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ãàðìî-
íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ (ðèñ. 1). Ïîëóîñè ýëëèïñà
ðàâíû a =

√
2nh̄/mω, b =

√
2mnh̄ω.

Ïëîùàäü ýëëèïñà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóîñåé, óìíîæåííîìó íà π:

Sn = πab = 2πh̄n. (16.3)

Âìåñòå ñ òåì ïëîùàäü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Sn =

∮
p dq (16.4)

(ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñîâåðøàåòñÿ îáõîä ïî âñåìó ýëëèïñó, ñì. ðèñ. 1).
Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé (16.3) è (16.4) âûòåêàåò ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ:

∮
p dq = 2πh̄n. (16.5)

Ïîëó÷åííîå äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðàâèëî (16.5) Áîð ðàñ-
ïðîñòðàíèë è íà äðóãèå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû. Â ñëó÷àå îñöèëëÿòîðà q =

x, p = mẋ. Äëÿ äðóãèõ ñèñòåì ïîä q ïîíèìàþò îáîáùåííóþ êîîðäèíàòó, à
ïîä p � îáîáùåííûé èìïóëüñ.
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Ðèñ. 1.

Ðèñ. 2.

Äëÿ ýëåêòðîíà, äâèæóùåãî-
ñÿ âîêðóã ÿäðà ïî êðóãîâîé îðáèòå,
åñòåñòâåííî âçÿòü â êà÷åñòâå îáîá-
ùåííîé êîîðäèíàòû àçèìóòàëüíûé
óãîë ϕ (ðèñ. 2). Îáîáùåííîé ñêî-
ðîñòüþ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ϕ̇. Ìû
çíàåì, ÷òî ïðè âðàùàòåëüíîì äâè-
æåíèè ðîëü ëèíåéíîé ñêîðîñòè ïå-
ðåõîäèò ê óãëîâîé ñêîðîñòè ϕ̇, à
ðîëü ìàññû � ê ìîìåíòó èíåð-
öèè mer

2 (me � ìàññà ýëåêòðî-
íà). Ñîîòâåòñòâåííî îáîáùåííûé
èìïóëüñ ðàâåí mer

2ϕ̇ = mevr. Ïî-
ñëåäíåå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò ìî-
ìåíò îáû÷íîãî èìïóëüñà M , âçÿ-
òûé îòíîñèòåëüíî ÿäðà. Òàêèì îá-
ðàçîì, äëÿ ýëåêòðîíà, äâèæóùå-
ãîñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå, óñëîâèå
(16.5) èìååò âèä

∮
M dϕ = 2πh̄n. (16.6)

Ñèëà, ñ êîòîðîé ÿäðî äåéñòâóåò íà ýëåêòðîí, ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé.
Ïîýòîìó M = const è ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (16.6) ðàâíà 2πM . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìû ïðèõîäèì ê óñëîâèþ

M = nh̄. (16.7)

Èòàê, ñîãëàñíî óñëîâèþ Áîðà, èç âñåõ îðáèò ýëåêòðîíà, âîçìîæíûõ ñ
òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, îñóùåñòâëÿþòñÿ òîëüêî òå, äëÿ êîòî-
ðûõ ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí öåëîìó êðàòíîìó ïîñòîÿííîé Ïëàíêà h̄.
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